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??? ? ???????? f : X → C? ????? ??? Lp ???? ?? ∥f∥p := (Ex∈X |f(x)|p)1/p? ?? ???? ???? ??
????? ??????? ⟨f, g⟩ := Ex∈Xf(x)g(x)? ????? ????? ???? ?? ? ??????? ????? ?? ?????????????
?????? ????????? ?? X? ?? ?????? ??? ??? ?? ???????? ?? X ??
∆X := {f : X → [0,∞) : ∥f∥1 = 1}.
???? ?????? ∆X ????????? ?? ??????????? ??? ????????? ?????????????? ??????? µA ??? ???
?????? A ⊆ X? ????? ?? ?????? ??? ???? x ∈ X ?? µA(x) := α−11A(x)? ????? 1A ?? ???
?????????????? ???????? ?? ??? ??? A? ??? α := |A|/|X| ?? ??? ???????? ????? A = ∅? ????
µA ?? ??????????? ?????? ??? ??????? ?? ? ???????????? ???????? ??? ??????????? ???????? ??
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??? ????? ?? ??? ??????? ???????? ??? ?? ??????? ???? ? ??? ?? ??????? ?????????? ???? ???
??????? ????? ??????? ???
????????? ??? ?????????? ??? f ∈ ∆X ? ????? ??? ??????? ?? f ?? ??
???(f) := Ex∈Xf(x) ??? f(x).
?? ?? ??? ??????? ?? ????? ???? ??? f = µA? ??? ?????????????? ??????? ?? ? ?????? A ⊆ X?
?? ???? ???(f) = ???(α−1)? ?? ??? ???? ??????? ???? ????????? ?? ??? ?????? ?? ???????
??????? H(Y ) ?? ? ?????? ???????? Y ?????? ?????? ?? X ?? ??????? f(x) = |X|P[Y = x]





P[Y = x] ??? 1P[Y = x] = ??? |X|− ???(f).
?? ???????? ??????????? H(Y ) ≤ ??? |X|? ??? ???? ???(f) ≥ 0? ?? ????? ???(f) ??? ??
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DKL(f ||g) := Ex∈Xf(x) ??? f(x)
g(x)
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??? ??????? ? ??????? ???? ???????? ??????????? ??? ???????? ????????????? Y ??? Z ??????




P[Y = x] ??? P[Y = x]P[Z = x] ,
????? ?? ?????????? ?? +∞ ?? ????(Y ) ̸⊆ ????(Z)?
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??? ???? ?? ?????????? ? ????? ??????? ?? ?????? ???????????? ?? X?
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????? ??? ????? ????? ??????? ???? ????? ?????? ?? ??? ?????? F ?
??????? ??? ??????? ??????? ????? ????????? ??? ????? 0 < ϵ < e−3 ??? f ∈ ∆X ? ?????
?? ? g ∈ ∆X ???? ???? ∥f−g∥F ≤ ϵ ??? ????? ?? ? ?????? F ′ ⊆ F ?? ???? |F ′| ≤ 9ϵ−2 ·???(f)
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?????? ??? ???? T > 0 ?? ????? ????? ? ?????? ?? ?????????
{gt : t ∈ [0, T ]} ⊆ ∆X
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ?
?? ??????? g0 := 1 ???
gt :=
???(∫ t0 φsds)
E ???(∫ t0 φsds)
??? t ∈ [0, T ]? ??? ???? s .→ φs ????? ?? ?????? ?? ?? ????????? ???????? ?? ? ?????
???????? ?? ????????? ?? ??? ????????? ??????????
????????? ???? ?????? ?????? ??? ???? s .→ φs ?? ????????? [0, t1), [t1, t2), . . . , [ti−1, ti)
??? ???? i ∈ N ???? 0 < t1 < t2 < · · · < ti? ?? ????? ti+1 ??? φs ?? [ti, ti+1)? ?? ????????
?? ????? ?????? φ ∈ F ???? ????
????? |⟨gti ,φ⟩ − ⟨f,φ⟩| > 2ϵ/3,
???
ti+1 := ???{t ≥ ti : |⟨gt,φ⟩ − ⟨f,φ⟩| ≤ ϵ/3},
???
φs := ????(⟨f − gti ,φ⟩)φ
??? ??? s ∈ [ti, ti+1)?
?? ????? ?? ?? ???? φ ?????????? ????? ?? ???? ti? ??? T := ti ??? I := i?
????? ???? ??????? ?? ?? ?????? ??? ?? ? ???? ??????? ??? ???? ?? gt ??? ??? ?????????
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???(g) ???? ??? g ∈ ∆X ??? ????? ∥f − g∥F ≤ η? ??? ?????????? ??? ???? ??????? ??
L(g,λ) = ???(g) −∑φ∈F λφ(⟨f − g,φ⟩ − η)? ???? ???????? ∇g???(g) = −∑φ∈F λφφ ???
????? g = ???(∑φ∈F λφφ) ?????? ???? ???????? ??? ???? ???????? ??????? ??? ???? ???????
???????? ?? ??????? ???? ??????? ???????? ?? ???? ?????? ????????? ?? ????? ?? ???? ???
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φ ??? ????? ??? ??????????? ?? ?????? ??? ?????? ??????? ?? ??? ????? ???? ?? ????? ?????????
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gt,




DKL(f ||gt) = ⟨φt, gt − f⟩.
?? ??? ??????? ??? t ∈ [ti, ti+1)? φt = ????(⟨f−gti ,φ⟩)φ ??? ???? φ ???? ???? |⟨f−gt,φ⟩| ≥ ϵ/3
??? ??? t ∈ [ti, ti+1)? ?? ????
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DKL(f ||gt) = ⟨φt, gt − f⟩ = −????(⟨gt − f,φ⟩)⟨φ, gt − f⟩ ≤ −ϵ/3.
??? ????? DKL(f ||g0) = ???(f) ??? DKL(f ||gt) ≥ 0 ??? ??? t? ?? ??? ?????????? ???????
??? ????????? ???? ????????? ?? ?? ? T ?????????? 0 ≤ ???(f)− ϵ/3 · T ? !
????? ???? ??? ????????? ????? ???? I ≤ 9ϵ−2 · ???(f) ??????????
????? ?? ????? ???? ?? ????? ???? ???? ti − ti−1 ≥ ϵ/3 ??? ??? i ≤ I? ???? ????? ??
??????? ???? ??? ?????? ?? ????????? I ???????? I ≤ T/(ϵ/3)? ?? ???? ??? ???????? ?????
??????? ???? ???? ????
??? ?? ???????? [ti−1, ti) ??? ???? i ≤ I? ??? ??? ?? ??????? ????? φ = φti−1 ? ????? ??
????????? ?????? φt ??? ??? t ∈ [ti−1, ti)? ????? ???????? ??? ???????? ??????????? ?? ???
?????????? ?? gt? ?? ???? ??? t ∈ [ti−1, ti) ????
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⟨φ, gt⟩ = −⟨φ, gt(φt − ⟨gt,φt⟩)⟩ = −⟨φ2, gt⟩+ ⟨φ, gt⟩2 ≥ −∥φ∥2∞∥gt∥1 ≥ −1.
?????? ?? ????????? ?? φ ??? ti?
⟨φ, gti−1⟩ − ⟨φ, gti⟩ = ⟨φ, f − gti−1⟩ − ⟨φ, f − gti⟩ ≥ 2ϵ/3− ϵ/3 = ϵ/3,
?? ??????? ????? ?? ??? ?????????? ???????? ??? ??????? ?????????? ???? ti−ti−1 ≥ ϵ/3? !
???? ???? ?? ?????? ?? ??? ???????????? ?? ???? gT ∈ ∆X ??? ∥f − gT∥F ≤ 2ϵ/3? ??
??? ???????? gT ????? ?? ?? ????? ??????? ??? ?? ?? ????? ?? ????????? ?? ??? ???????????
????? ?? ????? ?? ??????? ????? ?? ????? ???? ?? ???????? ??? ??????????? ?? ??? ??????????
??? ψt :=
∫ t
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???????? ∥g − gT∥1 ≤ ϵ/3 ??? ∥g − gT∥F ≤ ϵ/3?
????? ?? ????? ???? ?????? ????
gT =
???(∫ T0 φsds)
E ???(∫ T0 φsds) =
???(∫ T0 (1 + φs)ds)
















????? ∥ψT∥∞ ≤ 2T ? ?? ??????? ????
????? ∥pd(ψT )− ???(ψT )∥1 ≤ (ϵ/6)E ???(ψT )
??? ?????
∥g−gT∥1 =












??? ???? ???? ?? ??????? ????? ?? ϵ/6 ?? ?????? ??? ??? ?????? ???? ??? ?? ??????? ??
Epd(ψT )
∣∣∣∣ 1Epd(ψT ) − 1E ???(ψT )
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− Epd(ψT )E ???(ψT )
∣∣∣∣ ,
?????? ?? ??????? ???? ????? ???? Epd(ψT ) ≥ (1 − ϵ/6)E ???(ψT )? ?? ???? ??? ?????? ????
?? ???? ??????? ?? ϵ/6? ??? ???? ∥g − gT∥1 ≤ ϵ/3? ????? ??? ??? φ ∈ F ?? ???? ∥φ∥∞ ≤ 1?
?? ???? ???? ∥g − gT∥F ≤ ∥φ∥∞∥g − gT∥1 ≤ ϵ/3? !
?? ??????? ???? ??? ???????????? ?? gT ??? ???? ??? ???? ∥f − g∥F ≤ ∥f − gT∥F + ∥gT −
g∥F ≤ 2ϵ/3+ ϵ/3 = ϵ? ?? ??????? ?? ???? ???? g ?? ?????? ?? ??? ???? ???? ?? ?? ???????
????
??? F ′ ?? ??? ?????? ?? ??????????? φs ??????????? ?? ??? ?????? ?? ??? ????? ?????????
???? F ′ := {φs : s ∈ [0, T )} ⊆ F ? ?? ???? ???? |F ′| = I ≤ 9ϵ−2???(f)? ????????? ψT ?? ??
????????? ?? ??? ????∑φ∈F ′ λφ(1+φ) ??? ???? ???????????? ?????????? λφ? ?? ??????? ????
pd(ψT )? ??? ????? g? ?? ? ???????????? ?????? ??????????? ?? ????? F ′????????? ?? ??????
?? ???? d? ?? ???????? !
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ?
?? ??? ????????? ?? ??? ????? ??????? ????????
?? ???? ??????? ?? ????? ???????? ? ???? ??????????? ?? ??????? ???? ???? ??? ?? ??? ?????
??? G ?? ? ????? ??????? ?????? ??? ??????? ????????? f̂ : Ĝ→ C ?? ? ???????? f : G→ C
?? ???? ??????? ??? ???? ????????? γ ∈ Ĝ? ?? ??? ???????
f̂(γ) := Ex∈Gf(x)γ(x).
?? ????? ????????? ????? ???????? ??? ????? ?????????? ??????????? ??? ????????? ???????
?????? ???? ???? ??? ????? ????????? ?? ??? ??????? ?????????? ?? ??? ??????? f ???? ???
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⟨f, g⟩ = ⟨f̂ , ĝ⟩,
?????




?? ????? ????? ?? ????? ?? ?????????? ???????? ???????? f ??? g ??? ?????? ???? ???? ?????
???????? ?? ???????? ????? ??? ??????????? ????? ????? ?? ????????? ????? ??? ???? ???
??? ???? ?????????? ??????? ?? ??? Lp(G) ??? ℓp(Ĝ) ?????? ?????????????
????????? ???? ??? ρ > 0? ??? ??? f : G→ C? ????? ??? ρ?????? ???????? ?? f ?? ?? ???
???
????ρ(f) := {γ ∈ Ĝ : |f̂(γ)| ≥ ρ∥f∥1}.
?? ????? ???? ?????
????>0(f) := {γ ∈ Ĝ : |f̂(γ)| > 0}.
?? ?? ??? ?? ???? ?? ??? ???? ??? ρ?????? ???????? ?? ? ??????? ???????? ?????? ?? ???
?????? ??????? ?? ?????????? ???????? ?? ????




??? ????? |????ρ(f)| ≤ ρ−2∥f∥22/∥f∥21? ?? ??????????? ???? f = µA ?? ??? ??????????????
??????? ?? ? ?????? A ⊆ G ?? ??????? α := |A|/|G|? ???? |????ρ(µA)| ≤ ρ−2α−1?
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
?? ???????? ???? ????? ?? ???? ???????? ?? ??? ?? ???? ?? ?????? A ?? ?? ? ???????? ??
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ϵγγ : ϵγ ∈ {−1, 0, 1}
}
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?? ????????????? ?????????? ??????? ?? ?????????????????? ????????? ??? ?? ????? ?? ?????
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
??????? ?? Γ ⊆ Ĝ ?? s???????? ??? ???? s ∈ N? ???? ?? ?? (s, s)???????? ?? ??? ????? ??
????????? ???? ????? ???? ???? ?? ??? ??????? ????? ??????? ?? G = Fn2 ? ??? ??? ??????? ??
???????? ?????????? ????? ?????????
?? ???? ????????? ?????? ??? ????????? ????????? ?? ??????? ????????
??????? ??? ??????????? ????????? ??? A ⊆ G ?? ? ?????? ?? ??????? α? ??? ????? ρ > 0?
????ρ(µA) ?? (s, d)???????? ????
s ≤ 230ρ−2 ???(α−1) ??? d ≤ 8 ???(α−1).
????? ??? ?????? ?? ???????? ?? ?? ???? ????? ?????? ???? ???? ?? ??????? ????????
???????? ?? ????? ??? ???? ?????????? ?????? ???????? ?????? ?? ??????? ????????????? ???
???????? ??? ??????? ? ???????????? ? ????????? ?? ???????????? ?????? ????? ??????
???? ??? A ⊆ G = Z/pZ ???? p ? ??? ?? ??? ???????? ??? ??? 2A−2A := {a1+a2−a3−a4 :
a1, a2, a3, a4 ∈ A} ???????? ? ???? ???
B(K, δ) := {x ∈ G : ∥xt/p∥ ≤ δ ??? ??? t ∈ K}
??? ???? ??? K ⊆ Ĝ ?? ???? |K| ≤ 233α−1 ???(α−1) ??? ????? δ = (28 ???(α−1))−1? ???????
?? δ = α(28 ???(α−1))−1 ?? ?? ??????????? ?? ??????? ???????? ???????
????????? ??? ???? ???? ???? ????? ????????????? ?? ????? ?????? ? ???????? ??????
??????? ?? ??????? ??? ???? ??????? ???? ??????? ?? ???? ?????? ?? ????????? ?? ???
?? ? ?? ??????? ??????? ??? ???? ???????? ?? ?????????? ?????? ??? ?? ????????? ?? ???? ????
??? F = {ℜγ,ℑγ : γ ∈ Ĝ}? ??? ???? ???? ???? ?? ?????? ? ????? ?????? ??? ??? ??????
?? ???? ?????????? ?? ???? ????? ?? ???? ????? ????? ???? ???? ??? ???????? ???????? ??
??????????? ????? F ′????????? ??? F ′ ⊆ F ?? ????????? ????????
????? ???? ??? F ′ ⊆ F = {ℜγ,ℑγ : γ ∈ Ĝ}? ??? ??? δ > 0? ??? R : G → R ?? ? ?????
F ′???????? ?? ?????? ?? ???? d? ??? ??? r : G→ R ?? ??? ???????????? ?????? ???????????
?? ????? F ′????????? ?? ?????? ?? ???? d ???? ???? r ∈ ∆G? ???? ????δ(R) ?? d?????????
??? ????δ(r) ?? (2|F ′|, d)?????????
?????? ???????? ? ????? F ′????????R =∏di=1(1+ϵiφi) ?? ?????? ?? ???? d? ???? φ1, . . . ,φd ∈
F ′ ???? ??????????? ????????? ??? ϵ1, . . . , ϵd ∈ {−1, 0, 1}? ???? ????? ???? ??? ???? j =
1, . . . , d? φj ?? ?? ??? ???? ℜγj = 12(γj + γj) ?? ℑγj = 12(γj − γj) ??? ???? ????????? γj ∈ Ĝ?
?? ??????????? ???????? R̂(γ) ̸= 0? ?? ?????????? ?? ??? ??????? ????????? γ ?? ? ??????? ??
?? ???? d ???????? ???? ??? ???????? S ′ := {γ1, . . . , γd, γ1, . . . , γd} ⊆ Ĝ? ???? ????? ????
????>0(R) ?? (2d, d)????????? ???? ???? ?? ??? ??????? ? ????????? γ′ ????????? k ?? ??
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
?? S ′ ?? {γ′, γ′2, . . . , γ′k, γ′, γ′2, . . . , γ′k} ?? ?????? ? ??? S ?? ???? ?? ???? δ? ???????? ?? ??
???????? ???? ?? ????? ????>0(R) ?? d????????? ????? ????δ(R) ⊆ ????>0(R)? ??? ???? ??
????????? ???? ?? ????δ(R)?
??????? ??? ???? r =∑i ciRi ?? ? ???????????? ?????? ??????????? ?? ????? F ′?????????
?? ?????? ?? ???? d ???? ???? r ∈ ∆G? ???????












?? ??????? ?? ??? ???????? ?????????? ??? ????????? ???? ????? ?????? ?? ????? ??? i ???? ????
|R̂i(γ)| ≥ δ∥Ri∥1,
???? γ ∈ ????δ(Ri)? ??? ???? ??? ???? ???? ?? ??? ???????? ? ????? ???? ????δ(r) ?? (2|F ′|, d)?
???????? !
??? ??????? ??? ?????? ?? ?? ??????? ??? ??? ???????? ?? ? ????? ?????? ?? ????????
???? ????? ????????? ? ?????? ???? ??? ???????? ?? ???? ? ???????? ??? ???? ?? ?????????
????????
????? ?? ?? ?????? ??????? ??? ??????? ??? ????? ??????? ???? ??? f = µA
?? ??? ?????????????? ??????? ?? A ⊆ G? ????? ??????? ???(f) ?????? ???(α−1)? ???
ϵ = ρ/4 ?? ??????? ??? ?? ?????? ? ???????? g ∈ ∆G ???? ???? ∥f − g∥F ≤ ρ/4 ??? ?
?????? F ′ ⊆ F = {ℜγ,ℑγ : γ ∈ Ĝ} ?? ???? |F ′| ≤ 144ρ−2 · ???(f) ???? ???? g ?? ? ????
???????? ?????? ??????????? ?? ????? F ′????????? ?? ?????? ?? ???? d ≤ 72ρ−1???(f) +
O(??? ρ−1/ ??? ??? ρ−1)? ????? ∥f − g∥F ≤ ρ/4? ?? ???? ????ρ(f) ⊆ ????ρ/2(g)? ?? ?????
???? ????ρ/2(g) ?? (2|F ′|, d)????????? ??? ????? ?? ?? ????ρ(f)? !
???? ????????? ? ????? ? ??????? ?? ???????????? ????? ?? ????? ??? ????? ?? ??? ????
??? ?? δ = α1/2(28 ???(α−1))−1? ? ?????? ???? ???? ??????? ???????? ???????
?? ???? ???????????? ?? ?? ??? ????????? ?? ?? ???? ?? ????? ??? ?????? ??????????????????
??????? ???? ? ????? ?????? ????? ??????? ???? ??????????? ??? ?????????? ??? ?????????
?? ????? ???? ??? ???? ??? ????????? ?? ??????? ??????? ???????? ??? ?????? ?? ??????
??? ???? ????? ?????? ?? ?????? ??????? ?? ?????
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
??????? ??? ???????? ????????? ??? ????? 0 < ρ < e−3 ??? f ∈ ∆G? ????? ?????? ?




????? ?? d???????? ???





?????? ?? ??? ϵ = ρ/(2√2) ?? ??????? ??? ?? ?????? ? ???????? g ∈ ∆G ???? ???? ∥f −
g∥F ≤ ρ/(2
√





????? ℓ ?? ? ???????? ???????? ??? ?????????? ci ??? ???????? ????? ??? ???? Ri ?? ? ?????
F ′???????? ?? ?????? ?? ????





???? ???? ?? ????? ???? ??? ???????? ???????? ?? ????? ????? ??????? Ri ?? d?????????
???? ?? ?? ????? ???? ???? ??? ???? i? ????>0(Ri) ?? ???? ? ?????????? ????? ?????????? ??
????ρ(f)? ?? ????? ?? ?????
?? ??????? ???? ?? ???????? ?? ??????? ?? ?????? ???? {1, 2, . . . , ℓ}? ????? ?? ?????? j
???? ??????????? cjERj? ???? ???? ????? g ∈ ∆G? ?? ???? ???? ??? ??? ?? ??? ?????????????
?????? ∑ℓi=1 ciERi = E∑ℓi=1 ciRi = Eg = 1?







ciERi|⟨γ, Ri/(ERi)⟩| ≥ |⟨γ,
ℓ∑
i=1
ciRi⟩| = |⟨γ, g⟩| ≥ ρ/2,
????? ??? ???? ??????????? ?? ? ????????????? ??? ???? ??????? ?? ??? ?????? ?????? ?? j
???? {1, 2, . . . , ℓ}? ?? ??????? ???? ??? ????????? ???? ???? ??? ??? ???? γ ∈ ????ρ(f)
Pj[R̂j(γ) ̸= 0] = Pj[|⟨γ, Rj/(ERj)⟩| > 0] ≥ ρ/2,
???? ???? ??? γ ∈ ????ρ(f) ????? ???? ??????????? ?? ????? ρ/2? ?? ????>0(Ri) ??? ? ????????
?????? i? ?????? Ej|????>0(Rj)| ≥ (ρ/2)|????ρ(f)|? ?? ???????? ???? ????? ?????? ? ??????
?? j ??? ????? ??? ??????? ?????????? |????>0(Rj)| ≥ (ρ/2)|????ρ(f)| ?????? ?? ??? ???
S := ????>0(Ri) ⊆ ????ρ(f) ?? ?????? ??? ??????? ??????????? !
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
?? ????????? ??????????????
??? ?????????? ?? ??? ??????? ????????? ???? ?? ??? ???? ???? ?? ??? ????????? ???
??????? ???????? ?? G ???? ? ???????? ??? ?? ??????????? ????? ?? ????? ????? ????? ??
?? ?????? ????? ????????? ?? ??? ??????? ??????? ????? ??? ?????????? ???? ?? ???????????
????? ??? ??? ????? ?? ????????? G → C? ???? ? ????????????? ?? ??????? ??? ????? ???? ??
??? ????????? ??????? ?????? ????? ?????? ???? ????? ?????????? ??? ????? ?? ????????? ??
????????????? ??? ??? ???????
???????? ???? ??? ??????????????? ???? ?? ?????? ?? ???? ???? ??? ???? ???? ???????
????????? ??? ???? ??????? ???? ?? ????? ????? ??????? ?????????? ??? ???? ????????????
??????????? ??? ??? ?? ??? ??????????? ?? ????????? ???????????? ??????? ???????? ???? ???
???? ??????? ? ???????????? ???????? ?? ??? ??????? ????????? ??????? ?????????? ???
??????? ???????? ?? ? ???????? ??? ?? ????????????? ?????????? ????? ?????????? ???? ?
???????????? ????? ???? ???? ?? ?????????? ?? ? ????? ????? ?? ?????????????
??? ?????? ?? ???????????????? ???? ???? ?? ??????????? ???? ?? ??? ?? ?????? ???? ????
????????? ??? ?Uk ?????? ??? k ≥ 2 ?? ?? ???????? ??? Uk ???? ?? ? ???????? f : G→ C
?? ?????? ?? ??? ???????
∥f∥2kUk := Ex,h1,...,hk∈G∆h1∆h2 . . .∆hkf(x),
????? ∆hf(x) := f(x)f(x+ h) ?? ?? ?? ??????? ?? ?? ? ???????? ????? ???????????
?? ?? ??????????????? ?? ?????? ????
∥f∥U2 = ∥f̂∥4,
??? ????? ???? ?? ? ??????? ?? ???????????????? ??? U2 ???? ??? ??? ???? ?? ??? ???????
?????????? ?? f ???? ?? ????? ?? ? ??????????? ?????? ??????????? ?? ?? ???? ??? ??? ?? ????
?? ???? ??? ????????? ??? ???????? ???? ∥ · ∥Uk ?? ?????? ? ????? ??? ???? ????? ????? ???
?????? ?? ??? ????? ???? ??? ??? ??????? k ≥ 2?
∥f∥U2 ≤ ∥f∥U3 ≤ · · · ≤ ∥f∥Uk ≤ ∥f∥∞.
?? ????? ??? ??????? ?? ??? ???? ??????? ??? ??? ???? ?? ????? ?? ??? ???? ???? ?? ???
??????? ????? ?????
??? ?????????? ????? ?????? ????? ??? ?????? ??????? ?? ??? ????????? ???????????? ?????
??? ?? ??????? ????? ?????? ???? ????? ????? ????? ??? ????? ?? Uk+1 ??? ?????????? ????
?? ????? ?? ???????? ?????? ???????? ?? ?????????? k? ? ?????? ??????? ?? ? ?????? ???????
?? ?????????? k ????? ??? ?????? ??? ???? ?? ???? ?? ???? ?? ?? ?????????? ???????????
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
?? ?????? k + 2? ??? ?? ????? ??? ????? ??? ?????? ?? ???????????? ???????? ???? ?? ?? ??
???????? ???????? ?????
??????????? ???? ??? L ?? ? ?????? ??????? ?? ?????????? ?? ???? k? ??? ??? f : G→ C ??




f(Li(x1, . . . , xd))| ≤ ∥f∥Uk+1 .
???? ??????????? ? ????? ???? ??? ????? ?? 3????? ?????????? ???????????? ?? ?????? ????
???? ?? ?????????? k = 1? ?? ? ?????? A ⊆ G ?? ?????????? ?? ??? U2 ???? ?? ??? ????????
???????? ?? A? ??? ????? ?? ??? ???? ?? ??? ??????? ??????????? ?? ???? ???????? ?? ?????
???????? ??? ????????? ?? ??? ???? k = 2? ??? ??? ???? ? ???????? ?? ????????????? ???????
?? ?? ?? ????? ?? ??? U3 ????? ?? ??????????? ??????????? ??? ? ????? ???? ??? ?????? A ⊆ G
?? ??????? α ?? G ???????? ??? ???????? ?????? ?? ?????? ?????????? ????????????? ??????
α4|G|2? ???????? ??? ???????? ???????? ?? ????????????? ????????
???? ??? ???????? ???????? ????? ?? ?? ????????????? ???????? ???? ???? ??? U3 ???? ??
??????????????? ?? ??? ?????? ??????? ??? ?????? ????? ???? ???? ???? ? ???????? ????
????????? ???? ? ????????? ????? ????????? ??? ????? ??? ??? A???? ?? ???????? ??????????
???? ??????????? ??? ?????????? ?? ??? ?????????? ?? ??????????? ?? ??? ????????? ??????????
????? ??????? ????? ??? ???? ???? ??????? ??? ?? ?????? ?? ??? ?? ????????????? ????
?p = 2? ??? ????? ??? ??? ???? ?p > 2?? ??? ??? ????????????? ????? ?? ????? ??? ??????
????? ??????? ?????? ??? ??????????? ?? ???????? ????? ?? ??????????? ??????? ?????
??????? ??? ?U3 ??????? ????????? ??? δ > 0? ??? ??? f : Fnp → C ?? ? ???????? ??????????
∥f∥∞ ≤ 1 ??? ∥f∥U3 ≥ δ? ???? ????? ?????? ? ????????? ???? q ???? Fnp ???? ????
|Exf(x)ωq(x)| ≥ c(δ),
????? ω := ???(2πi/p)? ??? ???? ???????? c(δ) ????? ?? ? ?? δ ????? ?? ??
?? ??? ?? ???? ????????? ??? ????????? ??????? ????????? ?????????? ??? ?????????
????????? ?? ??? ???????? ?????????? ????? ??? U3 ???? ?? ? ????????? ?? ?? ????? ????????
??? ?? ??????? ????? ???? ???? ?? ??????????? ??? ???????? ???? ? ????????????? ???????
??? ? ????????????? ????????? ????? ?? ??????? ?? ?? ??? ???????????? ????????? ?? ????
???????? ??????? ?? ??? ???? ?????? ? ?????????? ?????? ?? ???? ??? ???? ???? ???????
?????????? ??? ?????? ????????? ??? ???????????? ??????? ???????? ?? ????????? ?????????
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
??? ???????????? ?????????????? ???? ??? ????? ??????? ??????? ???? ?? ??? ?????? ???????
???? ???? ??? ??????????? ??????? ????????????? ????????? ??? ?? ??? ???? ???????? ?????????
????????????? ???????? ??? ???????? ?? ?????
??????? ??? ?????????? ??????????????? ??? f : Fnp → [−1, 1] ?? ? ???????? ??? ???
δ > 0? ???? ????? ?? ? ????????? ????????? ?????? (B1, B2) ?? ?????????? ?? ???? Oδ(1) ????
????
f = E(f |(B1, B2)) + g,
????? ∥g∥U3 ≤ δ?
? ????????? ?????? (B1, B2) ?? ?????????? Oδ(1) ?? ? ?? ????????? ????? ??? ?? Oδ(1) ??????
??? ????????? ??????? ??? ??? ?????????? E(f |(B1, B2)) ?? f ???? ???? ? ?????? ?? ?? ??? f
???????? ???? ???? ?? ??? ????? ???? ?????????? ??? ??????? ??? ? ??????? ?????????? ??? ?????
??? ????? ?? ??????? ??? ???? ?? ℓ2 ?????? ????????? ??? ????? ??????? ??? ?? ???????
??? ??????
? ????????? ????????????? ????? ???? ??????? ????????? ???? ???????? ?? ????????? ?????
??? ???????? ?? ??? ?? ?????? ??? ??? ?????? ??????
??????? ??? ???????? ? ??????????????? ??? f : Fpn → C ?? ? ???????? ???? ????
∥f∥2 ≤ 1? ???? ??? ????? ϵ > 0 ??? η > 0? ????? ?????? M = ???(O(???(ηϵ)−O(1))) ????





qi + h+ ℓ,
????? ??? qi ??? ????????? ????? ?? Fnp ? ∥h∥U3 ≤ ϵ? ∥ℓ∥1 ≤ η ???
∑
i |λi| ≤M ?
????? ??? ????????? ?????????? ???? ???????? ?????????? ???? ???? ???? ??? ????? ??????
? ?????????? ??????? ??????? ??? ?????????? ?? ??? ???????? h ??? ??? ??????????M ?? ???
????????????? ?????????? ???? ?? ??? ????? ?????????????? ??? ????? ?? ??????? ??? ???
????? ?? ??????? ??? ??? ??? ???????? ???????? ??????????? ??????? ???? ???? ???????
???
?? ????? ? ???????? ????????? ???? ??????? ????????? ????? ?? ?????????? ??? ???? ??
?????? ??? ????????? ????????
???? ????????? ????? ???????????? ????????? ???????????? ??????????? ?? ??? ?????????? ????? ?? ?????
??? ?? ???? ???????? ???? ??? ????????? ??????? ?? ?????
??? ????? ???? ????????? ?? ??????? ??????? ?? ??? ???????? ??????? ???????? ????????? ?? ??????? ?? ??
??????? ??? ?????? ??? ???? ?? ? ?????????
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
??????? ??? ?????????? ? ??????????????? ??? F ?? ? ????? ?? ????????? φ : X → [−1, 1]
?????? ????? ????????? ??? ??? ϵ, δ > 0 ??? B > 1? ??? A ?? ?? ????????? ?????? ?????
?????? ?????? ?? ? ???????? f : X → [−B,B] ?????????? ∥f∥ ≥ ϵ? ???????? ???? ???????????
?? ????? 1 − δ? ? ???????? φ ∈ F ???? ???? ⟨f,φ⟩ ≥ η ??? ???? η = η(ϵ, B)? ???? ?????
?????? ?? ????????? ?????? ????? ??? ???????? f : X → [−1, 1]? ??????? ???? ??????????? ??




ciφi + h+ ℓ
?????????? k ≤ η−2? ∥h∥ ≤ ϵ? ∥ℓ∥1 ≤ (2B)−1 ??? φi ∈ F ??? ??? i = 1, . . . , k? ??? ?????????
????? ?? ???? k ????? ?? A?
??? ???? ∥ · ∥ ??? ?? ????? ?? ?? ∥ · ∥F ? ??? ???? ??? U3 ????? ?? ???????? ?????????????
????????? A ??? ????? ?? ??? ?????? ???? ???? ???? ???? ?? ????????? ?? ??????????????
??? ????????? ????????????? ????????? ?? ?????????????? ??? ?? ??? ?????????? ?? ???????
??? ???? ??????? ??? ??? ???? ?? ????????? ???? ? ????? ?? ??? ?????? ?? ????????? ??????
???????? ?? ??? ?????????????? ????? ??? ??????? ??? ?? ???? ???? ?????? ?? ?????? ??
?????
?? ?? ? ??????? ??????????? ?? ??? ?????? ??????? ????? ??????? ?? ??????? ? ????????
???? ?? ??? ???? ?? ?????? ??? ??????? ????????? ????????????? ????????
??????? ???? ??? f : Fnp → R+ ?? ? ???????? ???? ???? ∥f∥1 ≤ 1? ??? ??? 0 < ϵ < e−3?
???? ????? ?????? ? ???????? g : Fnp → R+ ???? ???? Ef = Eg? ??? ? ??? Q′ ?? ?????????
????? ?? ???? |Q′| ≤ 9ϵ−2???(f/∥f∥1) ???? ???? f ??? ?? ??????? ??
f = g + h,








????? Q′i, Q′′i ⊆ Q′ ??? ??????????? ????? ????? ??? ??????? ????? ??





?????? ??? F := {ℜωq(x),ℑωq(x) : q ? ????????? ???? ?? Fnp}? ??? ??? ??????? ??? ???????
?? f/∥f∥1 ?? ?????? ? ?????? F ′ ⊆ F ? ????? ????? ???? ?? ? ?????? ?? ????????? ????? Q′?
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
??? ? ???????? g′ : Fnp → R+ ???? ???? g′ ∈ ∆G ??? g′ ?? ? ???????????? ?????? ???????????
?? ?????Q′?????????? ?? ?? ???? ?? ????? ???? g := g′∥f∥1 ???????? ??? ?????? ??????????? !
??????? ??? ????? ?? ??????????? ?? ? ????????? ?????????? ??????? ?? ?? ?????? ???? ???
????? ????????? ??????? ???????? ?? ??????? ?? ? ????? ?????? ?? ????????? ??????? ??? ??
???? ???????? ?? ?? ?????? ???? ??? ??????????? ????????? ????????????? ????????? ?? ????
??? ???? ? ????? ?? ??? ?????? ?? ????? ?? ??? ?????????? ???? ?? ??? ?????????????? ???
??? ????? h ?? ???? ?????????? ?? ??? ???? ??? ??????????? ???? ? ????????? ????? ???????
???? ????? ????? ?? U3??
???????? ???? ?? ????? ????????? ??? ??????????? ??? ???????? ∥g∥1 = Eg = Ef = ∥f∥1
??? ??????? ??? ????? ?? ??? L1 ???? ?? ??? ?????????? ?? ????????????? ????????? ?????
??? ??????? ??????? ??? ??? U3 ???? ???????? ????? ?? ??? ?????? ??? ????????? ??????????
????????? ???? ??? f : Fnp → R+ ?? ? ???????? ???? ???? ∥f∥1 ≤ 1? ??? ??? 0 < ϵ < e−3?
???? ????? ?????? ? ???????? g : Fnp → R+ ???? ???? Ef = Eg ??? ? ??? Q′ ?? ?????????
????? ?? ???? |Q′| ≤ 18c(ϵ)−2???(f/∥f∥1) ???? ???? f ??? ?? ??????? ??
f = g + h,








????? Q′i, Q′′i ⊆ Q′ ??? ??????????? ????? ????? ??? ??????? ????? ??





??? c(ϵ) ?? ??? ???????? ????????? ?? ??????? ????
?????? ??????? ???? ?? h ??? ??????????? c(ϵ) ???? ? ????????? ????? ???? ?? ??? ???????????
?? ????? c(ϵ)/√2 ???? ?? ??????? ?? F ?? ?????? ?? ??? ????? ?? ??????? ???? ??? ??????
????????? ??????? ???? ??????? ???? !
???? ?? ???? ???????? ???? ??? ??? ???? ?? ???? ???????????? ???????? ??????????? ??
???????? ????? ??? ?????????? ???? ?? ??? ????????????? ????? ?? ????????? ???? ??? ???
?????? ?? ????? ???? ??? ????????? ?????? ???? ???? ?? g ?? ???? ???? ????? ?? ?????
??? ?????? ???? ?????????? ?? ????? ???????????? ?????
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
?? ??? ???????????? ?????????
?? ???? ?? ??? ??????????? ????????? ?? ??? ???????? ???????? ?? ????? ??????? ?? ??? ???
????? ??? ????????????????? ?????? ?? ?????? ? ????? ???? ?? ?????? ?? ?????????? ???????
??????? ????? ?? ????????? ?????????? ?? ?????? ??? ℓ2 ?????? ????????? ?? ??? ???????????
????????? ??? ???????????? ????????? ??????? ?????????? ????????? ???? ??? ????????????
????? ?? ????? ???? ??????? ?? ? ???????????? ??????? ??? ?? ???? ??????? ???? ?? ?
????????? ????? ????????????? ?? ?????? ???? ????????? ???? ?? ???? ? ??? ???? ?? ?????????
??? ???? ??? ??????? ?? ??? ???????? ????????? ?? ??????? ??? F ?? ? ?????? ?? ?????????
{φ : X → [0, 1]}? ??? ??? ????? ??????? k ≥ 1? ????? Fk ?? ?? ??? ??? ?? ??? k????? ????????
?? ???????? ?? F ?
??????? ??? ????????????? ?????????? ??? ??? ??? ϵ > 0? ????? ?????? k = ϵ−O(1) ???
η = ???(−ϵ−O(1)) ???? ???? ??? ????????? ??????
??? ??? ?????? F = {φ : X → [0, 1]} ??? ??? ??????? ν : X → R+ ????? ?? η?
???????????? ???? ??????? ?? Fk ?? ??? ????? ???? ∥ν − 1X∥Fk ≤ η? ??? ??? ????????
f : X → R+ ???? 0 ≤ f ≤ ν ??? Ef ≤ 1? ????? ?????? ? ??????? ???????? g : X → [0, 1]
???? ???? Eg = Ef ??? ∥f − g∥F ≤ ϵ?
???? ? ????????? ??? ???? ?????????? ?? ????? ???? ?? ??? ???? ?? ?????? ??????????
???????????? ?? ??? ??? ??? ?? ??? ???? ????? ??? ?????? F ????????? ?? ?????? ??????????
??? ν ??? ? ???????? ?? ??? ??? ??? ????? ?? ??? ??? ?? ?? ??????? ?? ????? ???????? ???
??? ????? ???????????????? ??????????? ??? ???????????????? ?????????????? ?? ??? ??????
??????? ????????? ??? ???? ?????????? ?? ????????????? ?????? ?????? ????? ??? ???? ??????
???????? ???? ???? ?? ????? ? ??? ????? ????? ?? ????? ??? ????? ?????????? ????? ????
????? ??? ??????????? ???? ?????????? ???????????? ?? ??? ??? ?? ????? ??? ????????? ???
???? ???????? ??? ??? ???? ?? ? ?? ??? ??? ??????? ?? ????? ??? ? ?????? ????? ????? ? ???
????? ?? ?????? ???? ??? ????????????? ????????? ????????? ???????? ??? ?????? ????? ???
?????????? ??? ??????????? ??? ??????? ?? ?????? ???????????? ???????? ????? ???????
? ?????? ??? ???????????? ?????????? ?? ??? ?????????? ????????? ???? ? ?????? ???????
???? ?????? ??? ?? ?? ??????? ??? ???????????? ?? ??????????? ???????? ???????? ????? ???
???????????? ????????? ?? ??? ?????? ????? ?? ??? ????? ????? ???????? ??? ????????????
??????? ??? ??? ??? ??????? ?? ????????????????? ???????????? ??? ??????????? ?? ????????
?????? ??????????? ??????? ???? ??????????? ??? ?????? ???????? ?? ??? ???? ???? ???????????? ???
??????? ? ?????????? ?? ????? ????????? ???? ???????? ? ??? ????? ?? ????????????? ????
???? ??? ???????? ????? ?????? ???? ?? ? ??????? ???????? ?? ???????? ???? ?? ????????
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
???? ????? ???? ?? ? ?????? ?? ?????? ???? ???? ????? ?? ????? ?? ?? ????????? ????? ???
??????? ?? ????? ?? ?? ????? ??? ? ??? ????? ?? ?????? ??? ???????? ???? ?????????? ?????
???? ????? ?????? ??? ?? ????????? ??? ?????? ??? ?? ??? ????? ???? ? ????? ?????? ?? ?????
?? ???? ? ??? ???? ??? ???? ??????? ??????? ??? ??? ??????? ?? ???????? ?? ??? ????? ??
????? ?? ??? ????? ????????? ????? ?? ??? ???? ????????? ??????? ??? ????? ?? ??? ?????????
??? ??? ???????????? ????? ?? ??? ?????? ??????? ?????? ????? ??????
?? ????? ?? ???? ?????????? ???????? ??? ?? ??????? ???? ??? ????? ??? ???? ?? ???
????? ?????? ?? ??? ???????????????? ?????????? ?????? ??? ??? ???????????? ????????? ??
???? ?? ??????? ??? ??? ???? ??? ???? ???? ??? ?????????? ???? ???? ?? ?????? ??? ??????
????? ?????????? ??????? ??? ?? ??? ???? ??????? ??? ?????????? ????????? ?? ??? ?? ? ??
???????? ?? ????? ????? ???? ????????? ? ???? ??????? ?????????? ??? ???????? ????? ??
?????? ???????????? ???????????? ????? ?????? ??? ?? ????? ????????? ?? ??????????
????????????? ???????? ???? ?? ???????? ??????? ??? ??????? ??????? ???????? ?? ???????
?????? ???????????? ????????????
??? ????????? ?? ???? ??????? ?? ?????????? ?? ???????? ?????? ?? ???? ? ????? ?? ???????
??? ????????? ???? ????? ?????? ?? ??? ???????? ???????? ??????????? ???????? ?????????
???? ?? ??? ???????????? ???? ?? ??? ??????? ??????? ???? ???? ??????? ?? ??? ??????
???? ?? ???? ??????? ?? ???????? ?????? ???? ?? ?????? ??? ????? ????? ??? ??? ? ?????????
??????? ???????? ?? ????? ? ???? ???????????? ??????? ?? ??? ??????? ??????? ???? ?????
?? ?? ?????????????? ???? ?? ????? ????? ????????
?? ????(F) ?? ?????? ??? ?????? ???? ?? F ? ??? ?? ???k(F) ??? ?????? ?? ??? ????????
?? ?? ???? k ???????? ?? F ? ?? ???? ???? ?? ?????????? ?? ?????? ??? ??? t ∈ R? ??? ?????????
???????? ??t : R→ {0, 1} ?? ??t(x) = 1 ?? x ≥ t? ??? ??t(x) = 0 ?? x < t?
??? ?? ??? ??????? ??????? ??? ?? ??? ????????? ????????
??????? ??? ????????????? ?????????? ???? ??? ϵ, δ > 0? ??? F = {φ : X → [0, 1]} ?? ?
?????? ?? ????????? ??? ν : X → R+ ??? ???????? ??? ??? f : X → R+ ?? ??? ????????
???? 0 ≤ f ≤ ν ??? Ef = δ? ??????? ???? ??? ??? ??????? ???????? g : X → [0, 1] ????
???? Eg = δ ?? ???? ∥f − g∥F ≥ ϵδ?
???? ν ?? ??? ???????????? ?? ??? ????????? ??????
??? ????? ?????? ?? ??????? k = O(ϵ−2 ???(ϵ−1δ−1))? t ∈ R ??? ψ = ??t(φ) ??? ????
φ ∈ ???k(F) ???? ????
⟨ψ, ν − 1X⟩ = Ω(ϵδ).
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
??? ????? ?????? k = ????(ϵ−1, δ−1) ??? φ ∈ Fk ???? ????
⟨φ, ν − 1X⟩ ≥ ???(−????(ϵ−1, δ−1)).
???? ??? ? ????????? ? ????? ??????? ???? ??? ?? ?????? ??????? ???? ??? ?? ?? ???????????
?? ??? ???????? ?????????? ???????? ????? ?????? ?? ?? ??????? ??? ????????? ???????? ????
? ??????? ?? ????????? ???? F ? ?? ????? ??? ?????? ?? ???? ??? ??????? ?? ???? ??????????
??? ????? ?? ???? ??? ??????
??? ??????? ????? ?????? ??? ????? ?? ??????? ??? ??? ???? ?? ??? ??????? ???????
???? ???? ??????? ????? ???????? ??????? ????????? ???? ?? ??? ???????? ???? ???????
??? ???????? ?? ?????? ? ??? ??????? ?? ??? ???????????? ??????????? ???????? ?? ??????
? ??? ??????? ? ????? ?? ?? ????? c? ???? ?????? ? ?? ???? ??? ? ????????? ????????????
???????? ???? ?????????? ???? ? ????? ?????????? ?? ?????? ??? ?????????
??????? ??? ???????? ????????? ???????? ? ???????? ???????? ???? ?? ????? ??????
??? ??? ?? ???? ?????????? ?? V ⊆ ∆X ??? ?????? ??? ??W? ??? ??? ???????? ?????? ?? ??????










?? ??????????? ????? ????? ????? ?????????? V ∗ ∈ ????(V) ??? ?????? ? ??? W ∗ ∈ ????(W)
??? ?????? ?? ??? ? ????? c ???? ????
???
V ∈V
Ef(V,W ∗) = ???
W∈W
Ef(V ∗,W ) = c.
?????? ?????? ??? ????????? ??????????? ?? ????? ??? ????? ? ????? ?? ???? ??? ?? ???????
??? ????????? ????? ?????? ?? ???? ???? ????????? ?????? ??? ??????? ????????? ??? H ??
??? ??? ?? ??? ????????? g : X → [0, 1] ???? ???? Eg = δ? ??????? ???? ??? ??? h ∈ H? ?????
?????? φ ∈ F ???? ????
????? |⟨f − h,φ⟩| > ϵδ.
?? ???? ???????? ???? ν − 1X ?????? ?? ϵδ????????????? ???? ??????? ?? F ? ?? ?????
?? ??? ????? ??????? ??? ??? ??????? ?? ?? ???????? ??? ???????? ???? ????? ?? ? ???? h,φ ??
????? ???? ???? h(x) = 1 ??? ??? x ∈ ????(φ)? ????? ????? f ≤ ν ??? ?? ??? ??????????????
???????? ?? h?
????? ⟨ν − 1X ,φ⟩ = ⟨ν,φ⟩ − ⟨1X ,φ⟩ ≥ ⟨f,φ⟩ − ⟨1X ,φ⟩ = ⟨f,φ⟩ − ⟨h,φ⟩ = ⟨f − h,φ⟩,
????? ?? ??????????? ???? ????? ???? ???? ν − 1X ?? ??? ϵδ????????????? ???? ??????? ??
F ? ????? ?? ??? ??????? h ?? ?? ? ?? ? ??????? ????? ???? ?????????? ?? ??? ????? ?????
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
?? ???????? ??? ?? ????? ??? ???? ??? ??????? ???????? ??? ?? ???? ?? ???? ???? ? ??????
???? ?????? ?? ???? ??????? ?? ???? ?? ?????????? ?? ??????? F ?? F := F ∪ (1 − F)? ??
???? ?????? ?? ?? ?????? ??? ???????? ????? ?? ?????? ???????? ???? ???? ????????? ?? ????
??? ?? ??? ???? ???????? ?? ??? ??????? ??????? ?? ????????? ??? ????????? ?? ? ?????????
????????????? ?????? ???? ?????
????? ???? ????? ?????? ? ???????? φ˜ ∈ ????(F) ???? ???? ??? ??? h ∈ H, ⟨f−h, φ˜⟩ > ϵδ?
?????? ?? ???????? ??? ????????? ???????? ???????? ????? ??? ???? ?????? ????? g ∈ V :=
δ−1H ⊆ ∆X ? ??? ?????? ????? φ ∈W := F ? ??? ????? ??? ?????? ? ?? −⟨φ, δ−1f − g⟩? ???
??? ????? ??? ?????? ? ?? ⟨φ, δ−1f − g⟩? ??? ?? ??? ??????? ??????? ???????? ????? ???
???? ??? ? ????? c ??? ????? ?????? ? ??? ?? ???? ?? ????? ???????? g∗ ∈ ????(δ−1H)
??? ?????? ? ??? ?? ??????? ????? ???????? φ∗ ∈ ????(F) ?? ??? ????? ???? ??? ??? φ ∈ F
????? ⟨φ, δ−1f − g∗⟩ ≤ c,
??? ??? ??? g ∈ δ−1H?
????? ⟨φ∗, δ−1f − g⟩ ≥ c
????? g∗ ?? ? ???????????? ???? ???????? ?? δ−1H? ?? ?? ?????? ?? δ−1H ??? ????? ?? ??????????
?? ??? ???????? ????? ?????? φ ∈ F ???? ???? ⟨φ, δ−1f − g∗⟩ > ϵ? ?? ??????? ???? ????? ????
c > ϵ? ??? ???? ????? ???? ⟨φ∗, δ−1f − g⟩ ≥ c > ϵ ??? ??? g ∈ δ−1H? ?? ⟨φ∗, f − g⟩ > ϵδ ???
??? g ∈ H? !
???? ???? ????? φ∗ ??? ???? ??? φ˜ ?? ? ???????????? ???? ????????? ?? F ? ?? ?? ?????????
?????????? ?? ?????? ?? ?? ???? ?? ??????? ???? ????????? ????????????? φ˜ ?? ?? ??????? ??
? ????? ?????? ?? ????????? ?? F ? ?? ???? ???? ??? S ?? ? ??? ?? ??? δ|X| ???????? ?? X
??? ????? ??? ????? ?? φ˜ ?? ???????? ????? S ??? ??????? δ ?? X? ???? ?? 1S ∈ H? ?? ????
⟨f − 1S, φ˜⟩ > ϵδ? ?? ????? ???? ???? f ??? 1S ??? ???? ?? ????????????? ?? ? ?????????
????????? ?????????
????? ???? ????? ?????? ? ????? ?? t ∈ [ϵ/2, 1] ???? ????
⟨f,??t(φ˜)⟩ − ⟨1S,??t−ϵ/2(φ˜)⟩ > ϵδ/2.
????? ?? ????? ???? ???? ???? ?? ????????? ?? ??? ????????? ???????? ??t?∫ 1
0
??t(φ˜)(x)dt = φ˜(x),
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??








??????? ??? ????????? ?? ??? ???? ?? ?????? ??? ?? ???? ???? ??? ??? t ∈ [ϵ/2, 1]?
















????? ?? ???? ?? ??????? ????? ??







????????????? ??? ?????????? ???? φ˜ ?? ??????? ?? ?????????????? f ??? 1S ?? ?????? !
?? ????? ???? ???? ???? φ˜? ??? ??? ??????? ??????? ?????????? ??? ???? ??????? ?? ????
??????????? ν ??? 1X ? ?????? ??? t′ := t − ϵ/2 ??? ??????? ???? ??? ???????? 1S ?????? ?
?? ????(??t′(φ˜))? ??????? ??????? ???? ???? ??? ??? ???? ??? ?? ??? 1S(x) < 1 ??? ????
x ∈ ????(??t′(φ˜))? ???? ????? ??? ??? S ??? ?????? ?? ??????? ??? δ|X| ???????? ?? X ???
????? ??? ????? ?? φ˜ ?? ???????? ?? ????? ????????? ???? 1S(y) = 0 ??? ??? y /∈ ????(??t′(φ˜))?
?? ????? ????
⟨1S,??t′(φ˜)⟩ = ⟨1S, 1X⟩ = δ = ⟨f, 1X⟩ ≥ ⟨f,??t(φ˜)⟩,
????????????? ????? ???? ???? ???? ?? ??? ??? ?? ?????????? ?? ??? ?? ???????? ??????????
???? ?? ??? ????????? ??????? ?? ??? ?????? ????????? ?????? ?? ???? ? ???????? ????? ???
??????? δ ?? X? ?????? 1S? ??? ? ????????? ???????? ??t′(φ˜) ?? ????? ??????? 1S ??????
?? ??? ????? ????????????? f ??? 1S? ?? ???????? ??????? ?? ?? ?????? ????
⟨ν − 1X ,??t′(φ˜)⟩ = ⟨ν,??t′(φ˜)⟩ − ⟨1X ,??t′(φ˜)⟩ ≥ ⟨f,??t′(φ˜)⟩ − ⟨1S,??t′(φ˜)⟩,
????? ?? ??????? ????? ??
⟨f,??t(φ˜)⟩ − ⟨1S,??t′(φ˜)⟩ ≥ ϵδ/2
?? ???? ???? ?? ?????? ??? ????????? ???????? ??t′(φ˜) ????????????? ν ??? 1X ? ???
?????????? ????? ?? ??? ????????? ???? ??? ????? ?? ?? ??????? ??? ????????? ???????? ??t′(φ˜)
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
???? ??? ????????? ?? ? ???????? ???? ?? ?? ??????? ?? ?? ???? k ????????? ?? F ??????? ????
?? ??????? ?? ????(F)??
????? ???? ????? ??? ?????????? ?? ????? ??? ???? ??? ??????? ????? ?? t? ????? ?????? ?
????????????? φ ∈ ???k(F) ???? ????
⟨??t−2ϵ/5(φ), ν − 1X⟩ = Ω(ϵδ).
?????? ?? ???? φ˜ ?? ? ???????????? ???? ????????? ?? F ? ?? ??????? ???? ? ??????? ?????
???? φ˜ ???? ?? ???? ??????? ???? ?? ??? ??????? ?? ? ??? ????????? ??????? ???????? ????
???? ????????????? ?? ??? ????? ???? k ????????? φ1,φ2, . . . ,φk ???????? ??? ?????????????
???? F ???? ??????????? ????? ?? ??? ???????????? φ˜? ???? ??? k = O(ϵ−2 ???(ϵ−1δ−1))? ??
???? ???? ??? ????? ???? ??????? y?
Pφ1,φ2,...,φk
[∣∣∣∣φ˜(y)− φ1(y) + φ2(y) + · · ·+ φk(y)k
∣∣∣∣ > ϵ/10] ≤ ϵδ/100.




[∣∣∣∣φ˜(y)− φ1(y) + φ2(y) + · · ·+ φk(y)k
∣∣∣∣ > ϵ/10]] ≤ ϵδ/100,




[∣∣∣∣φ˜(y)− φ1(y) + φ2(y) + · · ·+ φk(y)k
∣∣∣∣ > ϵ/10] > ϵδ/10] ≤ 1/10
???? y ?? ????? ???? ??? ???????????? Y ? ?? ??????? ???? ????? ?????? ? ?????? ?? φ1,φ2, . . . ,φk
???? ????? ???? ??????? φ := 1k
∑k
i=1 φi? ?? ????
Py∈Y
[
|φ˜(y)− φ(y)| > ϵ/10
]
≤ ϵδ/10
???????? y ?? ?????? ????????? ?? ν ?? ?? 1X ? ?? ??????????? ???? ? ????? ????
⟨??t−ϵ/10(φ), ν⟩ ≥ ⟨??t(φ˜), ν⟩ − ϵδ/5 ≥ ⟨??t(φ˜), f⟩ − ϵδ/5
???
⟨??t−2ϵ/5(φ), 1X⟩ ≤ ⟨??t−ϵ/2(φ˜), 1X⟩+ ϵδ/10 = ⟨??t−ϵ/2(φ˜), 1S⟩+ ϵδ/10.
???? ????? ????
⟨??t−2ϵ/5(φ), ν − 1X⟩ ≥ ⟨??t−ϵ/10(φ), ν⟩ − ⟨??t−2ϵ/5(φ), 1X⟩
?? ??????? ????? ??
⟨??t(φ˜), f⟩ − ϵδ/5− (⟨??t−ϵ/2(φ˜), 1S⟩+ ϵδ/10),
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
????? ?? ????? ??? ?? Ω(ϵδ)? ?? ??????? ???? ??t−2ϵ/5(φ) ????????????? ν ??? 1X ? ?? ????????
!
???? ????????? ??? ????? ?? ???? ??? ?? ??????? ???? ?? ??? ???? ??? ????????? ??
??? ?????????????? ???? ?? ?????? ??? ????? ????? ?? ? ??????????? ?? ????? ?? ?????
?? ???? ?? ????? ? ??????? ?? ??????? ??? ?? ????? ??? ????????? k ??? ?? ????? ?? ??
O(ϵ−2 ???(δ−1))? ???? ???????????? ??????? ?? ??? ????? ????? ??????? ??? ??????????
???? ?????? ?? ????? ????? ??? ???? ?????? ???? ???? ?????????? ?? k ?? δ ??? ϵ ??
?????????????? ???? ?? ???? ???? ??????
?????? ??? ??????? ???? ?????????? ?? ? ???? ????????????? ??????????????? ???????
????? ?? ????? ??? ????? ?????? ?? ????? ?? ?? ????? ?????? ???? ?? ???? ?? ????? ?????
??????? ????? ?? ???????? ?? ???????? ??? ???????????????? ?????? ????????? ?????? ???? ??
??? ???? ?????????? ?? ??? ?????? ???????? ????? ???? ??? ??????? ??????? ?? ??? ???????
??????? ??? ???????? ????? ???????????? ?? ???? ????????? ?? ??????? ?? ?? ?????? ?? ?????
??????? ??? ???????? ??????? ????????? ??? m ∈ R+? ???????? ? ???????? ????????
???? ?? ????? ?????? ??? ??? ?? ???? ?????????? ?? V ⊆ ∆X ??? ?????? ??? ?? W? ??? ???
???????? ?????? ?? ?????? ? ?? Ef(V,W ) ??? ???? ???????? f : X ×W → [−m,m]?
???? ??? ??? 0 < ϵ < 1 ????? ?????? ?? ??????? S ??? ?? ????????? ????? ???????? ? ????????
?? ?????????? V (1), V (2), . . . , V (S) ∈ ????(V) ??? W (1),W (2), . . . ,W (S) ∈ W ??? ??????? ?
????? ???????? W ∗ ∈ ????(W) ???? ????
Ef(V,W ∗) ≥ ???1≤i≤SEf(V (i),W (i))−O(mϵ).
??? ??? ?????? ? ???????? V ∈ V? ????? S ???????? DKL(V ||V (1)) ≤ Sϵ2 ??? ??? V ∈ V?
?? ???? ???? ???? ??????? ??? ? ????? ??? ???????? ??????? ????????
????? ?? ??????? ??? ????? ??????? ???? ????? W (i) ?? ??????? ??? ???? ??
?????? ?? ?? ?????? ??? ???? ???????? ?? ??? ????? ???????? V (i)? ?? ????
Ef(V (i),W (i)) = ???
W∈W
Ef(V (i),W ).
?? ??????? ???? ????? ?????? ? ???????? W ∗ ∈ ????(W) ???? ????
???
V ∈V
Ef(V,W ∗) ≥ ???1≤i≤SEf(V (i),W (i))−O(mϵ) = ???1≤i≤S ???
W∈W
Ef(V (i),W )−O(mϵ).
???? ??????????? ????????? ????? ??? ??????? ???? ???????????? ?? ??? ??????? ??????? ?? ?????????????
????? ??? ????? ?? ????????? ?? ????????? ??????????? ???? ??????
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??





Ef(V,W ) ≥ ???
V ∈V





??????? ϵ→ 0 ?????? ??? ????????? ?? ??????? ???? ??? ??????? ?????????? ????? ???????? !
??? ????? ?? ??????? ??? ???????? ?? ?? ????????? ????????? ????? ????????????? ???
??????? ??? ???????? ??????? ?? V ∈ V ????? ?????????????? ?????? ??????? ????????? ?? ???
????? ?? ??????? ??? ?? ??????? ?? ?????? ??? ????? ?????? ??? ???? ?? ?????? ????? ???
????? ??? ???? ?????????????? ?????? ??????? ??????? ???? ??????? ??? ?????????????? ??
???? ? ?? ???? ???? ??????? ??? ??????? ????? ?? ??? ????????? ????? ????
????????? ??? ??? ???????????? ??? Z ?? ? ???????????? ?? X ??? ??? V ?? ??? ?????????




?? ??????????? ??????? ??? ????????? ??????????? ???????? ???? ???? ??????? ????
??????????? ??? ???????????? ?????????? ??? V ?? ??? ????????? ?????? ?????? ??? ??
????????????? ?? X? ??? ??? Ŷ ∈ V ?? ? ?? ?????????? ?? Z ???? V? ???? ??? ??? y ∈ V?
DKL(Y ||Ŷ ) +DKL(Ŷ ||Z) ≤ DKL(Y ||Z).
?? ?? ???? ?? ??? ???? ??? ??????????? ???????? ? ????? ???? ??? ?? ?????????? ?? ???????
???????? ?????? ??? ????? ?? ?????????? ?? ????? ??? ????????? ?? ?? ???? ?? ???? ???
????????? ??????? ??? ???????
????????? ???? ???????? ??? ?? ???????????? ??? 0 < η < 1? ??? Z ?? ? ???????????? ??
X ??? ??? V ?? ??? ????????? ?????? ?????? ??? ?? ????????????? ?? X? ?? ??? Y˜ ?? ??
η???????? ??? ?? ?????????? ?? Z ???? V ?? Y˜ ∈ V ???? ??? ??? Y ∈ V?
DKL(Y ||Y˜ ) ≤ DKL(Y ||Z) + η.
???? ???? ??
DKL(Y ||Y˜ ) ≤ DKL(Y ||Ŷ ) + η
??? ??? Y ∈ V ? ????? Ŷ ?? ??? ??????? ?? ?????????? ?? Z ???? V ? ???? Y˜ ?? ?? η???????? ???
?? ?????????? ?? Z ???? V ? ?? ??? ??? ????? ?? ????? ??? ????????? ????????? ??????? ??
? ????? ?? ??????? ????
????????? ????? ????? ??? ????????? ????????? ??????????
????? ??? ????????? ???? ?? ????????? V (1) ∈ ????(V)? ??? i = 1, 2, . . . , S?
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
• ??? W (i) ∈W ?? ? ???? ???????? ???????? ?? V (i)?
• ??? V (i)′ ?? ???? ????
P[V (i)′ = x] ∝ ???(−ϵf(x,W (i))/2m) · P[V (i) = x];
• ??? V (i+1) ?? ?? ????????? ϵ2???????????? ?? ?????????? ?? V (i)′ ???? ????(V)?







??? ????????? ????? ?????? ???? ???? ?????????????? ?????? ??????? ???????? ?? ??????
??????
????? ????? ??? A,B ?? ????????????? ???? X ??? h : X → [0, 1] ?? ??? ????????? ?????
? ???????????? A′ ???? ????
P[A′ = x] ∝ ???(ϵh(x))P[A = x]
??? 0 ≤ ϵ ≤ 1? ????





P[B = x] ??? P[A
′ = x]
P[A = x] =
∑
x
P[B = x] ??? e
ϵh(x)∑
y e










???????? ??? ??????????? ????? ??? ????? ?? ez ≤ 1+ z+ z2 ??? 1+ z ≤ ez? ?????????????
?? ??? ????
DKL(B||A)−DKL(B||A′) ≥ (??? e)
(
ϵE[h(B)]− ??(1 + ϵE[h(A)] + ϵ2))
≥ (??? e)ϵ(E[h(B)]− E[h(A)]− ϵ)
?? ???????? !
????? ?? ??????? ???? ??? S ?? ??? ????? ??????? ???? ???? ??? ??? V ∈ V ?
DKL(V ||V (1)) ≤ Sϵ2? ?? ????? ???? ???? A = V (i)? A′ = V (i)′ ? B = V ??? h(x) =
???? ???????????? ?? ???????? ??????? ?? ???????? ????????????? ??
−f(x,W (i))/2m? ?? ????
DKL(V ||V (i))−DKL(V ||V (i)′) ≥ (??? e)ϵ
(





??? ????? V (i+1) ?? ?? ϵ2???????? ??? ?? ?????????? ?? V (i)′ ???? ????(V)? ?? ????
DKL(V ||V (i+1)) ≤ DKL(V ||V (i)′) + ϵ2 ??? ????
DKL(V ||V (i))−DKL(V ||V (i+1)) ≥ (??? e)ϵ
(





??????? ??? ??????????? ?????? ???? 1 ?? S? ?? ????









???? ??? ?????? ?????????? ????? ????? ??
(??? e)Sϵ
(





????? DKL(V ||V (S+1)) ≥ 0? ?? ??????? ????




(??? e)Sϵ + ϵ = O(ϵ),
????? ?????? ??? ???????? !
?????? ??? ????? ???? ??? ??? ??????? ??????? ??????? ?? ?????????? ??? ??????? ?
?????? ?? ????? ??????? ?? ?????????? ??????? ??? ???????? ???? ???? ? ??? ????? ?? ???
??????????? ???? ???? ??????? ???? ???? ???? ?? ???? ???? ??????? ??? ???? ?? ??????????
???????? ???? ???? ?????? ?? ???? ?? ???? ?????????? ????? ??? ?????? ?? ??????? o(1)
?????? ??????? ????? ???? ?? ????? ????? ?? ??????? ??? ??????? ??? ????? ? ????? ????? ??
??? ????????? ??????? ?? ??? ????? ????? ??????? ??? ?? ????? ?????
??????? ???? ????? ?? ????? ????? ????????? ??? ϵ, δ > 0? ??? F = {φ : X → [0, 1]}
?? ??? ?????? ?? ????????? ??? ν : X → R+ ??? ???????? ??? ??? f : X → R+ ?? ???
???????? ???? 0 ≤ f ≤ ν ??? Ef = δ? ??????? ???? ??? ??? ??????? ???????? g : X → [0, 1]
???? ???? Eg = δ? ?? ???? ∥f − g∥F ≥ ϵδ?
???? ν ?? ??? ???????????? ?? ??? ????? ???? ????? ?????? ?? ??????? k = O(ϵ−2 ???(δ−1))?
t ∈ R ??? ψ = ??t(φ) ??? ???? φ ∈ ???k(F) ???? ????
⟨ψ, ν − 1X⟩ = Ω(ϵδ).
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